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Известно, что автоморфизмы описывают все симметрии 
алгебраического объекта и связанных с ним геометрических объектов. 
Поэтому изучение автоморфизмов свободных алгебр является важным, так как 
помогает определить ситуацию в структурах этих алгебр, классифицировать и 
систематизировать их. Исследованиями групп автоморфизмов свободных 
групп и алгебр занимались многие математики.  

В 1924 году Ж. Нильсеном был доказан ряд глубоких теорем о структуре 
групп автоморфизмов свободных групп. В частности, им получено конечное 
представление группы автоморфизмов свободной конечно порожденной 
группы в терминах порождающих и определяющих соотношений. 
Порождающие элементы группы автоморфизмов свободных конечно 
порожденных групп позже стали называть элементарными. Элементарные 
автоморфизмы также были определены для многих других свободных групп и 
алгебр. Автоморфизмы свободной группы или алгебры называются ручными, 
если они порождаются элементарными автоморфизмами, а остальные 
автоморфизмы называются дикими. 

В 1942 году Х.В.Е. Юнг доказал, что автоморфизмы алгебры 
многочленов 𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦] от двух переменных над полем 𝐾𝐾 характеристики ноль 
являются ручными. В 1953 году В. Ван дер Калк обобщил этот результат для 
полей произвольной характеристики. Более того, группа автоморфизмов 
Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) этой алгебры допускает структуру амальгамированного 
свободного произведения, т.е.  

 
Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦]) = 𝐴𝐴 ∗𝐶𝐶 𝐵𝐵, 

 
где 𝐴𝐴 – подгруппа аффинных автоморфизмов, 𝐵𝐵 – подгруппa треугольных 
автоморфизмов и 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵. Этот результат дает исчерпывающие описания 
групп автоморфизмов двупорожденных алгебр многочленов и фактически был 
доказан в работе В. ван дер Калка. Хотя впервые точная формулировка была 
дана И.Р. Шафаревичем в 1966 году. В работе Д. Райта доказан аналог этого 
результата для ручных автоморфизмов двупорожденных алгебр многочленов 
над произвольной областью целостности. Аналогичные результаты также 
имеют место для свободных ассоциативных алгебр и для свободных алгебр 
Пуассона над полем нулевой характеристики, причем группы автоморфизмов 
этих алгебр изоморфны группе автоморфизмов алгебры многочленов. 



Л. Макар-Лиманов, Д. Козыбаев, У. Умирбаев  доказали, что 
автоморфизмы свободных правосимметричных алгебр ранга два являются 
ручными. Группы автоморфизмов этих алгебр гораздо шире, чем группы 
автоморфизмов алгебр многочленов благодаря богатой структуре 
элементарных автоморфизмов. 

В 1964 году П. Кон доказал, что автоморфизмы конечно порожденных 
свободных алгебр Ли над произвольным полем являются ручными. Дж. Левин 
обобщил этот результат для шрайеровых многообразий алгебр. Напомним, что 
шрайеровыми являются многообразия всех неассоциативных алгебр, 
коммутативных и антикоммутативных алгебр, алгебр Ли и супералгебр Ли. 
Следовательно, автоморфизмы свободных неассоциативных алгебр, 
свободных коммутативных и антикоммутативных алгебр конечного ранга над 
полями также являются ручными.  

В 1979 году Т. Камбаяши, используя структуру амальгамированного 
свободного произведения группы автоморфизмов Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥, 𝑦𝑦]), доказал, что 
любая алгебраическая подгруппа группы автоморфизмов Aut(𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦]) 
сопряжена с подгруппой линейных или треугольных автоморфизмов. Из этого 
следует, что действие любой редуктивной группы на 𝐾𝐾𝑛𝑛, где 𝑛𝑛 = 2, является 
линеаризуемым. Т. Камбаяши также предположил, что этот результат 
справедлив для всех 𝑛𝑛 > 2. Это предположение получило название гипотезы 
линеаризации для действий редуктивных групп. Оказалось, что эта гипотеза 
не верна для 𝑛𝑛 ≥ 4. В 1989 году Шварц построил первые контрпримеры 
нелинеаризуемых действий редуктивных групп. Позже были построены 
примеры нелинеаризуемых действий конечных групп. 

В 1968 году Р. Ренчлер доказал, что локально-нильпотентные 
дифференцирования алгебры многочленов от двух переменных над полем 
нулевой характеристики являются триангулируемыми. Х. Басс построил 
пример не триангулируемого дифференцирования алгебры многочленов от 
трех переменных. 

В данной диссертационной работе доказано, что группа автоморфизмов 
свободной правосимметричной алгебры ранга два допускает структуру 
амальгамированного свободного произведения. Используя эту структуру, 
также доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и 
триангулируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободной 
правосимметричной алгебры ранга два в случае нулевой характеристики. 
Аналогичные результаты верны также для свободных неассоцитивных алгебр 
и свободных коммутативных алгебр ранга два. Отметим, что автоморфизмы 
свободных алгебр Ли и свободных антикоммутативных алгебр от двух 
переменных являются линейными. 

Структура амальгамированного свободного произведения впервые 
используется в данной диссертационной работе для доказательства 
триангулируемости локально-нильпотентных дифференцирований. 

В 1972 году М. Нагата построил автоморфизм  
 

𝜎𝜎 = (𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑤𝑤2𝑧𝑧, 𝑦𝑦 + 𝑤𝑤𝑤𝑤, 𝑧𝑧),𝑤𝑤 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑦𝑦2 



 
и высказал гипотезу о том, что этот автоморфизм не является ручным (т.е. 
является диким). В 2004 году И. Шестаков и У. Умирбаев доказали, что 
автоморфизм Нагаты 𝜎𝜎 является диким в случае полей нулевой 
характеристики. Автоморфизм Нагаты дает пример дикого автоморфизма 
свободных алгебр Пуассона от трех переменных. 

В случае свободных ассоциативных алгебр ранга три вопрос о 
существовании диких автоморфизмов (проблема Кона) был решен 
У.У. Умирбаевым. Им было доказано, что автоморфизм Аника  

 
𝛿𝛿 = (𝑥𝑥 + 𝑧𝑧(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑧𝑧),𝑦𝑦 + (𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑧𝑧, 𝑧𝑧) 

 
свободной ассоциативной алгебры 𝐾𝐾⟨𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧⟩ над полем нулевой 
характеристики является диким.  

В данной диссертационной работе построен пример дикого 
автоморфизма  

 
𝜂𝜂 = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22) + (𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)2,𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥22)) 

 
свободной неассоциативной алгебры и свободной коммутативной алгебры 
ранга два над произвольным евклидовым кольцом. Этот автоморфизм 
является обобщением автоморфизма Нагаты и индуцирует автоморфизм 
Нагаты алгебры 𝐾𝐾[𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧]. Нагата доказал, что 𝜎𝜎 является диким 
автоморфизмом алгебры 𝐾𝐾[𝑧𝑧][𝑥𝑥, 𝑦𝑦] над 𝐾𝐾[𝑧𝑧]. По этой причине автоморфизм 𝜂𝜂 
индуцирует дикий автоморфизм свободных алгебр любого многообразия 
алгебр, содержащего алгебру многочленов. В диссертационной работе 
определен еще один класс многообразий алгебр, для которых 𝜂𝜂 является диким 
автоморфизмом. Заметим, что метод построения автоморфизма 𝜂𝜂 не проходит 
для антикоммутативных алгебр, так как квадрат элемента в 
антикоммутативных алгебрах равен нулю. Обобщение методов построения 
автоморфизмов Нагаты и Аника позволило в настоящей работе построить 
дикий автоморфизм  
 

𝛿𝛿 = (𝑥𝑥1 + [𝑧𝑧𝑥𝑥1 − [𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3], 𝑥𝑥3], 𝑥𝑥2 + 𝑧𝑧(𝑧𝑧𝑥𝑥1 − [𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3]), 𝑥𝑥3) 
 

алгебры Ли ранга 3 над произвольным евклидовым кольцом. Этот 
автоморфизм является аналогом автоморфизма Аника свободных 
ассоциативных алгебр. 

Целью работы является исследование автоморфизмов и 
дифференцирований двупорожденных свободных неассоциативных алгебр и 
трехпорожденных свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами. 

Объектом исследования являются автоморфизмы и 
дифференцирования двупорожденных свободных неассоциативных алгебр и 
трехпорожденных свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами. 

Методы исследования. В работе используются метод сокращения 



автоморфизмов, методы и результаты теории групп, структурной и 
комбинаторной теории неассоциативных алгебр и алгебр Ли. 

Основные положения, выносимые на защиту и результаты 
исследования. Основные результаты диссертационного исследования 
заключаются в следующем: 

– построен пример дикого автоморфизма свободной неассоциативной 
алгебры и свободной коммутативной алгебры ранга два над произвольным 
евклидовым кольцом; 

– определен широкий класс ∗-многообразий алгебр и доказано, что 
группа ручных автоморфизмов свободных двупорожденных алгебр любого ∗-
многообразия алгебр над произвольной областью целостности допускает 
структуру амальгамированного свободного произведения; 

– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободных алгебр от 
двух переменных ∗-многообразий алгебр над произвольным евклидовым 
кольцом; 

– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов 
двупорожденной свободной алгебры ∗-многообразий алгебр над 
конструктивным евклидовым кольцом; 

– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры ранга два 
любого ∗-многообразия алгебр над произвольным евклидовым кольцом; 

– определен класс ∘-многообразий алгебр, который является подклассом 
класса ∗-многообразий алгебр, и доказано, что многообразие 
правосимметричных алгебр также является ∘-многообразием; 

– доказана линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов 
свободной алгебры от двух переменных любого ∘-многообразия алгебр над 
произвольным полем нулевой характеристики; 

– доказана триангулируемость локально-нильпотентных 
дифференцирований свободных алгебр ранга два любого ∘-многообразия 
алгебр над полем нулевой характеристики; 

– как следствие двух последних результатов, доказана линеаризуемость 
редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость локально-
нильпотентных дифференцирований свободной ассоциативной, свободной 
правосимметричной, свободной неассоциативной и свободной коммутативной 
алгебр ранга два над полем нулевой характеристики; 

– доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и 
свободной антикоммутативной алгебры) от трех переменных над 
произвольной областью целостности допускает структуру 
амальгамированного свободного произведения; 

– доказано, что группа автоморфизмов свободной алгебры Ли от трех 
переменных над произвольным полем представляется в виде 
амальгамированного свободного произведения; 

– доказана сократимость ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли 
от трех переменных над произвольным евклидовым кольцом; 

– доказана алгоритмическая распознаваемость ручных автоморфизмов 
свободной алгебры Ли от трех переменных над конструктивным евклидовым 



кольцом; 
– построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры Ли (и 

свободной антикоммутативной алгебры) ранга 3 над евклидовым кольцом. 
Научная новизна исследования. Все основные результаты 

диссертации являются новыми. 
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит 

теоретический характер. Использованные методы и полученные результаты 
могут быть применены для дальнейшего исследования свободных 
неассоциативных алгебр и свободных алгебр Ли над евклидовыми кольцами. 
А также результаты данной работы могут быть включены в специальные 
курсы по теории свободных неассоциативных алгебр и их автоморфизмов. 

Апробация результатов. Основные результаты диссертации 
докладывались:  

– на алгебраическом семинаре кафедры алгебры и геометрии механико-
математического факультета Евразийского национального университета 
имени Л.Н. Гумилева (Нур-Султан, 2015-2020);  

– на международной конференции "Lie and Jordan algebras, their 
representations and applications-VI, dedicated to Efim Zelmanov's 60th birthday", 
(Бенту Гонсалвес, Бразилия, 13-19 декабря, 2015); 

– на алгебраическом семинаре Математического факультета 
Университета Уэйн (Детройт, США, 2015);  

– на VI международном конгрессе математического общества тюркского 
мира (Астана, 2-5 октября, 2017);  

– на международной конференции по алгебре и математической логике 
«Мальцевские чтения» (Новосибирск, Россия, 19-22 ноября, 2018).  

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 7 работах, из 
них 1 статья в журнале, входящий в 3 квартиль (Q3) в базе Web of Science, 2 
статьи в журнале, имеющий процентиль 32 по CiteScore в базе Scopus, 1 статья 
в журнале из списка, рекомендованного Комитетом по контролю в сфере 
образования и науки МОН РК, 3 работы в материалах международных 
конференций.  

Структура и объем работы. Диссертация содержит 71 страниц, состоит 
из введения, трех разделов, заключения и списка использованных источников, 
который включает 49 наименований. 

 


